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Monografia obsahuje z&kladnu te6riu metdédy koryeh prvkov pre rieSenie statickych
a dynamickych pevnostnych uUloh a pre vgpostacionarneho i nestacionarneho vedenia
tepla v telesach Pre tieto uUlohy zarove poskytuje podrobné postupy konkrétneho
numerického rieSenia v prostredi programoveho systeANSYS. Vyptové postupy
su demonstrované na geometricky jednoduchych t#ies&, aby boli plne vyuZitee aj pri
rieSeni realnych uloh technickej a vypérskej praxe.

Praca sa pokuSa vyplhimedzeru existujucu medzi podrobnymi teoretickyomagrafiami
urcenymi predovSetkym pre tvorcov programov MKP awyskch pracovnikov v tejto
oblasti a fyzikélne i teoreticky nekompletnymi atdiskymi prirwkami, ktoré sprevadzaju
jednotlivé komemé programy MKP. Méze Byiez vhodnym doplnkom zakladnyafelonic
MKP, ktoré v@Sinou neposkytuju konkrétne vyfmvé postupy pre aplikae zameraného
uzivatéa metody.
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ZOZNAM ZAKLADNYCH SYMBOLOV

INDEXY

e vSeobecnylubovdny, e-ty prvok

Lo, k... lokalnegislovanie uzlovych bodov (uzlov) prvku
NVU pocet stugov volnosti uzla

NVE pocet stugov valnosti prvku

NVT pctet stupiov valnosti vyp@tového modelu telesa
NUE pccet uzlov prvku

NUT pacet uzlov telesa

NET pocet prvkov telesa

LATINSKE A GRECKE SYMBOLY

modul pruznosti Yahu
modul pruznosti v Smyku
kvadraticky moment prierezu k osi

moment tuhosti prierezu v krateni
Poissonov@islo materiélu

~ & @m

®

interpol&na (tvarova) funkcia prvku

vlastna kruhova frekvencia kmitania

kruhova frekvencia harmonickéha'adenia

vnatorné uzlové sily prvku

cas

casovy krok

teplota

e Le objem, plocha, idka prvku

zloZky posunutia bodu v globalnom suradnicovonié&sys
zloZky posunutia bodu v lokalnom sdradnicovom &yet prvku
globalne saradnice

lokélne suradnice prvku

prirodzené suradnice prvku
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MATICE

us, u vektor (sipcova matica) posunuti uzlovych bodov prvku, teles
b, p, F vektor objemovych, ploSnych, sustredenych sil



transformé&na matica pretvoreni

matica timenia telesa

m’atica materialovych konstant

stipcova matica obsahujuca zlozky pretvorenia
vektor z&iatocného teplotného pretvorenia
vektor vonkajSich uzlovych sil prvku, telesa
vektor vlastného tvaru kmitania telesa
Jacobiho matica izoparametrického prvku

matica tuhosti prvku, telesa
matica hmotnosti prvku, telesa

matica interpolénych (tvarovych) fukcii prvku
vektor vnatornych uzlovych sil

sipcova matica obsahujlica zlozky napétia
vektor posunuti vSeobecného bodu
redukované matice telesa

rozSirené matice prvku

matice v lokalnom suradnicovom systéme prvku



1 ZAKLADNE POJMY A UDAJE

1.1 Uvod

Vypaitové ulohy, s ktorymi sa stretdvavame v inZinieygkaxi, mozno rozdefido dvoch
zakladnych skupin:

a) ulohy pre diskrétne sustavy a konStrukcie
b) ulohy pre spojité telesa a oblasti

Prikladmi z prvej skupiny mdze tbynapr. nosnikova konsStrukcia, rozvod tepla, resp.
tekutiny v potrubnej sieti, elektricky obvod a podlakito sustavu moZzno prirodzenym
spésobom rozdeli na jednotlivé prvky, ktoré sa stykaju v spalnych bodoch (uzloch).
Napisanim rovnovaznych (bil&mych) podmienok pre uzly dostaneme sustavuajpych
rovnic, z ktorych mozno dostahladané hodnoty v uzloch a zo znamychalhov medzi
uzlovymi a prvkovymi hodnotami aj rieSenie pre celistavu.

Ulohy pre spojité telesa a oblasti vedl ¢édjype na (parcialne) diferencialne rovnice, ktoré
treba riedi pri okrajovych, pripadne i Zmtocnych podmienkach ulohy. Telesa a oblasti su
pritom ¢asto zlozZito priestorovo tvarovane, s lokalnymipgggos'ami a komplikovanymi
okrajovymi podmienkamiCasto treba rie§i nestacionarne, nelinearne a nestabilné Glohy.
Uvedené problémy pri ¥8ine praktickych inzinierskych Gloh neuntiol exaktné rieSenie
diferencialnych rovnic udlohy a musime paufriblizné metédy na vyget Hadanych
hodnét.

V suvislosti s rozvojom vypttovej techniky sa v s@asnosti na priblizné (numerické)
rieSenie diferencialnych rovni¢asto pouzivaju tzvpriame metody Su to také metody
priblizného rieSenia uloh z tedrie diferencialnyalintegralnych rovnic, ktoré prevedu tieto
tlohy na koneéné systémy algebrickych rovnic. Cely proces mozZapregramova a po
zadani vstupnych hodnét vy nezndmych zo systému rovnic a spracovanie Weled
vel'mi efektivne vykona potac.

V teorii i pri praktickom pouziti priamych metdd thmo v mnohych pripadoch rieSenie
diferencialnej rovnice nahratliekvivalentnou ulohou najdenia funkcie, ktora mializuje
Specialny integral (potencial, funkciondl) danejhyt. Niekedy je vyhodnejSie potizpriamu
metodu na rieSenie takejto ekvivalentnej ulohy, akaieSenie diferencialnej rovnice. Napr.
pri udanych okrajovych podmienkach sa méZze riesdiféeencialnych rovnic pruznosti telesa
nahradi minimalizaciou integralu, ktory vyjadruje celkoyotencialnu energiu Zazeného
telesa. Metddy, ktoré nahradzuju uUlohu integrovaif@rencialnej rovnice, resp. rovnic,
hradanim extrému funkcionalu ulohy, sa vo vSeobecnagivajlvariaché

Za zakladné zdroje vzniku a rozvoja MKP mézZeme pova aplikaciu spdsobu rieSenia
diskrétnych Uloh na spojité teleso, resp. spojitbla® v kombinécii s vyuZitim
modifikovaného varieného postupu. Oproti klasickym vafiggm postupom sa v MKP
nel’adaju aproximéné funkcie na celej oblasti rieSenia, ale len nagestiach (konénych
prvkoch) so zarkenim spojitosti funkcii na hraniciach prvkov. Histké zdroje vzniku
MKP sme znazornili na obrazku 1.1, udaje o priekoiych pracach uvedenych autorov
mozno néjs napr. v [1, 2]Dalsi vyvoj a burlivy rozvoj metddy ilustruju pubdikie v [3].

Moznogs’ vyuZitia postupov rieSenia diskrétnych uloh aj gojité oblasti vedie tiez
najednu z definicii MKPJe to priblizna metéda rieSenia uloh kontinuakforej
a) sa kontinuum rozdeli na dity pocet ¢asti skone'nymi rozmermi (nakone’né prvky,

ktorych vlastnosti wuje ugity pocet parametrov



b) rieSenie celého systému, ktory je tvoreny suhrnemo jprvkov zviazanych v tzuzlovych
bodoch sa vykona rovnakym postupom ako pri tlohach éisleho charakteru.

Délezitym dbsledkom takéhoto postupu je fakt,ptenarnymi neznamymmebudd Fadané
funkcie ulohy, ale len hodnoty tychto funkcii vozjch bodoch a bude sa rig&ustava
oby¢ajnych rovnic Z vypaiitanych hodnét na hraniciach prvkov za pomoci ajpne&nych
funkcii prvkov mozno vSak ziskariblizné spojitérieSenie ulohy na prvkoch a tym i na celej
oblasti.

InZinierske postupy Aproximacéné funkcie
Modelovanie telies Varia¢né metody Metody zvazenych
pomocou pratov (Rayleigh 1870, Ritz 1909) zvyskov
(Hrenikoff 1941, McHenry 1943, (Gauss 1795, Galerkin 1915)

Newmark 1949)

— - Po castiach spojité
Pouzitie prvkov kontinua <«—| aproximacéné funkcie
(Argyris 1955, Turner a i. 1956) (Courant 1943)

Obrazok 1. 1Z4akladné zdroje vzniku MKP
1.2 Aplika ¢ny zaber metddy

Z uvodnej charakteristiky MKP je zrejmé, Ze ju pmpojité oblasti mbézeme
charakterizové aj ako priblizna, péitacovo orientovantd metodu rieSenia diferencialnych
rovnic. Pouzitie volittnych podoblasti (koaych prvkov) pritom jednoducho riesSi problém
geometrickych, materialovych a inych nespojitostafica nespojitosti sa stotozni s hranicou
prvkov s rozdielnymi charakteristikami spdsobujlicimespojitos — skokova zmena
geometrie, zégaZenia, rozdielny material a pod.). Algoritmizaeigprogramoveé spracovanie
spojené s vykonnou vyptovou technikou nielen Ze umiage riest’ zlozité ulohy vyskumnej
atechnickej praxe, ale efektivnym spb6sobom zjeddo@ aj zadavanie ulohy
a vyhodnocovanie vysledkov jej rieSenia (graficked a postprocesing). Yie¢ komeéné
programové systémy &ené na rieSenie vyptarskych uloh pomocou MKP (ANSYS,
NASTRAN, ADINA, MARC, COSMOS ai.) vyuzivaju analidgrieSenia uloh mechaniky
kontinua a su stavané univerzalne, t. j. uzivatpodstate rovnakym postupom, mnohokrat aj
rovnakymi prikazmi, rieSi ulohy z mechaniky teligsrenosu tepla, prudenia, akustiky,
elektromagnetického [fa a pod. Nemusi teda pre kazdu oblagudova iny ainak
uzivaté'sky stavany program.

Univerzalne programové systémy MKP \agnosti obsahuju hlavne tato aptiké
ponuku:

* Pruznog’ a pevnos/Dynamika 2D a 3D pevnostné ulohy geometricky vSeobecnych
telies a konstrukcii piliubovd’nom statickom a dynamickomtzgeni, vlastné frekvencie,
harmonické budenie, vSeobecné a nahodt@paanie, spektralna analyza

* Nelinearity. izotropna a anizotropna plasticita,I'ké posunutia a deformacie, 2D a 3D
kontaktné ulohy s trenim, strata stability, hypasétké a tesniace materialy, betdn, creep,
swelling, viskoelasticita a viskoplasticita



» Lomova mechanika, flexibilna kinematika, kompozitméaterialy

* Prenos tepla stacionarne, nestacionarne; linearne, nelinedkomyvekcia, kondukcia
a radicia; fazové premeny

* Prudenie stacionarne - nestacionarne, laminarne - turboéerstl&itelné - nestléitelne,
newtonovské - nenewtonovské, jednozlozkové - vatkdve, adiabatické - alebo
s prenosom tepla a vygtom koeficientov prestupu tepla, tlakové viny aydpriama
vazba na teplotné pole a pevnostni mechaniku phl@moch pradenie + prenos tepla +
mechanické z@mZenie, interakcia tekutiny s konstrukciou

» Simulécia zvaracich procesowa 2D, resp. 3D telesach; teplotné pole, fazonddiralne
zmeny materialu, tvrddszvyskové napatia

* Problémy poli Elektrické pole, magnetické pole, elektrostatikgezoelektrické javy,
akustika, interakcia akustickej tekutiny s konstioki, zviazané problémy a i.

» Optimalizané vyp@ty pre tzv. ci€ovu funkciu (napr. napdatie, hmotmpstvar telesa
a pod.)

» Vlastny predprocessingdinteraktivny graficky i s vlastnym programovaciazykom),
moznos tvorby subStruktar (superelementov), submodeloigylo 200 typov kongnych
prvkov rézneho uwenia a presnosti

Efektivna inZinierska praca je v&snosti uZz nemyslited bez kvalifikovaného
vyuZivania peitacovych technolégii (CAT). V tomto komplexe MKP (vgigtine FEM —
Finite Element Methdd voblasti pevnostnych vygtov najuzSie spolupracuje
s prostriedkami pre dizajn (CAD) a simulaciu metbkych sustav (MSS) zhruba pdiad
schémy na obr. 1.2. O pribliznosti tejto schémydrdovon’ preto, zecasti MKP (najma
linearne pevnostné rieSenia) sudasto integralnou sas’ou CAD systémov (napr. I-DEAS,
PRO/I, CATIA, SOLID EDGE). Pravda, uloha MKP negp@ len v priamej sluzbe pre tento
retazec. Ako sme uviedli, jej zaber je SirSi, umge samostatnénumerické analyzy
zloZitych inZiniersko-fyzikalnych problémov (ktorékone&nom doésledku opaslizia pre
navrh virtualnych prototypov CAT).

Geometria Pruzné teles

Dynamicka simulacija

o5

Vykres. dokumentacia Pevnostna analyz
Technolog. postupy

Postprocesing
Optimalizacia

Obrazok 1.2 Miesto MKP v prostredi pitacovych technolégii

V tomto samostatnom zmysle sa MKP budeme vehoap v tejto praci. Budeme
predpokladg, Ze pdsobiace ,silové“dinky si zname a posobia na geometrigggnoduché
telesa. Na takychto ulohach si vysvetlime principtady, teoretické zaklady a aplie
(vypoctové) postupy. RieSenie ulohy pmozZité redlne teleso, resp. obfagna rovnaké
teoretické zaklady a v aplikaej oblasti vyZzaduje len viac prace s grafickym@adim, ¢o je
tloha intuitivne zvlddnut@d postupnou praxou. Na konkrétne wtyo uloh budeme
vyuziva univerzalny program ANSYS [4].



1.3 Princip metddy, zakladné pojmy a zakladné krok rieSenia ulohy

Konkrétny postup rieSenia ulohy pomocou MKP obsatkpky, ktoré sa pri kaZzdej tlohe
opakuju a daju sa vyhodne algoritmicky spracoasanaprogramova Tento postup mozno
najnazornejSie sledowa a princip metody nkBahSie pochopi pri rieSeni jednoduchych
diskrétnych jednorozmernyahoh. | kel pri rieSeni viacrozmernych diskrétnych uloh a uloh
pre spojité telesa a oblasti princip i postup zostavaju zaahév(pozri uvedena definiciu
metody), vziiadom na zlozitejSie vychodzie formulacie su viamdjované a menej nazorne,
nehovoriac o tom, Ze aj malé jednoduché ulohy gajdevyislit bez pomoci pétaca.

UvaZujme jednorozmernu pevnostnu ulohu pre pruvigpey a zéaZzeny potla obr. 1.3.
PretoZze neuvaZujeme vlastni tiaz azanedbame miaypp delesa, prut je razeny
jednoduchynrahom/tlakom od siF a Z. Je vyrobeny z materialu, ktorého modul pruznosti
v tahu/tlaku jeE; dizkaL a prierezS st zname. NaSou Glohou je vypb posunuti, reakcii
a napati prata pomocou MKP.

1. Diskretizacia telesa (oblasti)

Rozdelenie telesa na kame prvky je vtakomto pripade jednoduchy procemiaste
kazdej nahlej zmeny prierezu aleb@azenia musi kyuzlovy boduzo) acag’ telesa medzi
dvomi uzlovymi bodmi predstavujgone’ny (pratovy) prvok Vznikla tak uUloha s tromi
prvkami a Styrmi uzlovymi bodmi (obr. 1.3b), tawpa‘tovy modelilohy. VSimnime si, Ze
pre silové reakci€; aFs, ktoré nahradzujudinok vazieb, sme zvolili zmysel pta kladného
zmyslu tzv. globalneho suradnicového systénmlatného pre celé teleso (suradniga
v obrazku), napriek tomu, Ze v sktosti posobia opme. Je to dblezita zasada numerickych
(pccitacovych) metdd platna nielen pd@adavanivektorov aich zloziek, ale aj pri ich
vyhodnocovanio vysledkoch. V tomto pripade dostanesigelné vékosti reakciiF; aFs
S0 zapornym znamienkor®) znamena, Ze ich vektory posobia v&pan zmysle ako ma os
x globalneho suradnicového systému zvoleného pgermie ulohy.

2S E = konst. S

%> 2F %

I F
2 ——=2r . 3

1

Obrazok 1. 3Jednorozmerna uloha;
a) vstupné udaje (geometricky model)
b) rozdelenie na prvky acgslovanie uzlovych bodov (vygtovy model)



2. Uréenie parametrov vSeobecného prvku

Z forméalneho Kadiska su vSetky prvky ulohy charakterizované r&yna parametrami.
Ak si zo z@&azeného telesa pomocou myslenych rezov tesnéavguesnejSie povedané
nekonéne blizko) uzlov vydelimesSeobecny/ubovadny, e-ty prvok (element) s lokalnym
cislovanim uzlov i, {obr. 1.4), potom vidi& Ze v naSom pripade vstupné (zndme, zadavané)
parametre s(Ee, S, ale =X —X; .

u;° u(x) u’
Ee:&
Pie @ PJ €
i j

Obrazok 1. 4Jednorozmerny pratovy (kotrey) prvok

V myslenych rezoch sa objavili nezname silovénky odstranenycliasti telesa prenasané
cez uzly, tzv.vnutorné uzlové silyP® a Pje. Privlastok vnutorné je tu dolezity, pretoze

v uzloch mézu pésobiaj zname zadané vonkajSie uzlové sily (pozri @8). Pripominame
tiez, Ze koncové body prvku su nekome blizko uzlov a preto privlastok uzlové je aj
na prvkoch opravneny. Globalmeové posunutia uzlows® a uf su tieZz nezname. Na zaklade

vzorcov elementarnej pruznosthaného/tleeného pruta skahko presvetime (pozri priklad
1.1), Ze medzi posunutiami uzlov a uzlovymi (kongay) silami pruta plati maticovy ¥ah

EPeD Ok, -k, D Gf 0
q’ _D Dk D= Ku*

= EeSe, je tzv. tuhos prata (je to sila, ktora by natiahla priat o jedaotizky)

e
a maticaK® je symetrick& matica tuhosti prvkAk sa nam podari vygéat pre prvokuzlové
posunutia prvkuu® budeme vedigpoda (1) ugit ajvnutorné uzlové sily prvkg’®. Potom uz
moZzeme uwova’ aj ostatné, z primarnych neznamych odvodené, mezn&ri pevnostnej
tlohe su to napr. pomerné deformacie (pretvorgmalov

ut-
ge=dbe o070 (1.3-2)
Le Le
a napatia
0°=Eg¢, =%(u?-uie) (1.3-3)

Ak zaprimarnenezname budeme povazév@osunutia uzlov (a nie vnutorné uzlove sily),
potom hovorime aleformanej formulacii MKP, ktora sa pri pevnostnych ulohach skoro
zasadne pouziva. Hlavny dévod &p@a v tom, Ze pri deforngaej formulacii sd’ahSie uéuju
okrajové podmienky. Pri realnych dlohach mame totiinoho viac informacii o vazbach
(upevneniach) telesa ako o silovych reakciach éktanikaju v tychto miestach.



Priklad 1.1

Zo za&'azenej prutovej konstrukcie sme pomocou myslengdow v bodoch i aj vybrali prut
s dZkouL, (obr. 1.4). Nech prierez pruta$ea modul pruznosti vahuE.. Treba ukit vztahy medzi

koncovymi silamiRe, Pje a koncovymi posunutiami’, uf. (Kvoli jednoduchosti zapisu vynechame
ozn&eniee-teho elementu.)

Zo silovej podmienky rovnovéahy prata vyplyva

Pi = - Pj (a)
PredZenie prita je
u -y =E (b)
. ES
a z toho dostavame
_ES
P=T (4 -y) ©
Vzhradom na (a) plati
ES
R=—(u-y) (@)

Ak rovnice (c) a (d) napiSeme v maticovom tvare

OES/L —ES/LCG.O_ .
= = Ku
HES/L  ES/L H,g

e

q
(e)

urili sme maticu tuhosti jednorozmerného prité.

3. Sustava uzlovych rovnic

Nezname uzlové veliny urcujeme z rovnovaznych (bildnych) podmienok (rovnic),
ktoré platia pre uzly, t. j. pre miesta, kde sarjeduskuténuje interakcia prvkov vypgtoveho
modelu. Tieto podmienky vyplyvaju z fyzikalnej ptaty Ulohy aich p&et sa rovna
celkovému pétu neznamych.

V nasom priklade mame 4 nezname: posunutia uzlav42areakcie v uzloch 1 a 3.
Potrebné rovnice dostaneme gitovych podmienok rovnovahy uzld®omocou myslenych
rezov tesne vd@ uzlov vyberieme z telesa jeho Styri uzly a nap&ere ne podmienky
rovnovahy vonkajSich avnutornych sil. Treba pnmtalodrziavé definiciu znamienka
(zmyslu) vnutornych uzlovych sil pta obr. 1.4, lebo len vtedy platitigh (1), ktory budeme
pri rieSeni tlohy vyuZiva (Na obr. 1.4 st zndzornené sily, ktorymi posakily na prvok;
prvok na uzly posobi rovnako Rkymi silami ale op&ého zmyslu). Silové podmienky
rovnovahy uzlov su (pozri pomocny obrazok pre @)ol

(2)
P L Pﬁ; . oo
J P+ P + P = 2F } (1.4)
‘ 2 2F Pj(3): Fs
‘7 \ P(;) Pj(4) =F

Pomocou (1) nahradime v tejto sustave vnutornévaz&ily posunutiami uzlov (lokalne
¢islovanie posunuti uzlov nahradime globalnjislovanim podla obr. 1.3 b)



lkup — kiup = F1

- k]_U]_ + k1U2 + k2U2 — k2U3 + k3U2 — &U4 =2F } (15)
— kol + Koz = F3
- &Uz + k3U4 =F

¢im sme presli na deforrsal formulaciu ulohy. Po zavedeni okrajovych podrolew, = ug
= 0 dostavame z (5) posunutialmgch uzlovu, = 6/5FL/(ES)au, = 11/5FL/(ES)a reakcie
F1=-12/5F; F5 = - 3/5F. Pomocou (3) wime napatia v prvkocho® = 6/5F/S;, o = -3/5
FIS, & = F/Satym je tloha vyrieSena.

Preffadnos pri vasSich udlohach i teoretické a algoritmické postupy RMKyzaduju
dosledny maticovy zapis. V tomto zapise bude sastayma tvar

K, -k, 0O O Uy F

T L I L - P
0 -k, k, O Ug F,
0 -k, 0 Kk U, F

kde K je matica tuhostiu vektor posunuti & vektor uzlovych sil telesa. Matica tuhosti
telesge pozitivne definitna, symetrickapri va&sich ulohach vyrazne pasova. VSetky tieto jej
vlastnosti sa vyuzivaju pri efektivnom rieSeni eghsiej sustavy rovnic Vkeych dloh. Jej
rozboromrahko zistime, zZe vznikla ako&i tzv.rozSirenych matic tuhosti prvkéd’.

k -k 0 0] [o 0 0 0 [0 0 0 O
K:Nf-Ke:Kl +K2 +K3: -kl kl O o + O k2 -kZ 0 + O k3 o -kS
o= T2 T2 T2 79 o0 00 [0k kK 0 |0 0 0 O
o o 00 [0 0o 0 o |0« 0K

(1.7)

Pod’a postupu nazianého v (7) sa v programoch MKP maticavori vemi efektivne
priamo z matic tuhosti prvkov, pagm sa vyuZiva jej symetria a pasowvasa efektivne
uloZenie do pamati @itaca. Sustavu silovych rovnic (4) v takomto procesémoovynechg,
fyzikalny princip vSak zostava: kazda z defoéma formulovanych rovnic v (5) a (6)
predstavujesilovd rovnicu rovnovahy v uzlovom bode telesa. Tentongip plati aj pri
viacrozmernych ulohach, kedy sa pre uzol piSu pedhkyi rovnovahy pre kazdy jetstupe:
vo/nosti(napr. posunutie v smeyenata@enie okolo osk a pod.).

Z uvedeného principu rieSenia ulohy pomocou MKP Iywgn Ze jeho zékladom je
vytvorenie matice tuhosti vSeobecného prvku v J&)to vzdy Stvorcova matica, ktorej stiipe
(pocet riadkov, resp. Bicov) je rovny pétu stupiov varnosti prvku. Z rozboru vahu (1)

a s pomocou obr. 1.4 si m6Zzeme o¥eSeobecnu definiciu elementov matice tuhosti prvku
Element matice tuhosti prvklg; je rovny sile v miesteé vyvolanej jednotkovym posunutim
v miestej, pricom prvok upevnime tak, Ze vSetky ostatné stupniénosgii odstranime.
Symetria maticek; = k; vyplyva z Maxwellovej — Bettiho vety o vzajomnoptsuvov. (Sila

v miestei od jednotkového posunutia v miegtesa rovna sile v miestg¢ od jednotkového
posunutia v mieste.)



Poznamka Analdgia uloh a univerzalndgrogramov MKP

Zmenme teraz fyzikalny pdlad na ulohu zadand na obr. 1.3 a uvazujme, ze ide
o jednorozmernud stacionarnu ulohu vedenia teplant&éria telesa zostava nezmenena, ale
meni sa fyzikalny vyznam niektorych vstupnych pasiov a, pochopitine, z@azeni,
okrajovych podmienok illadanych neznamych. Postup rieSenia Ulohy pomocoR Bvsak
vbbec nezmeni a tlohu moZzno riedplne analogicky:

Primarne nezname su teraz teplokya us , pricom sme predpisali; = u, = 0 °C.
KonStantaE predstavuje koeficient vedenia tepla materialWaZanieF predstavuje &kos’
zadaného tepelného toku. %&h medzi teplotami a tepelnymi tokmi v uzloch prudava (1),

kde maticuK(®’mézme teraz naz¥amaticou tepelnej vodivosprvku. Ciselné vysledky
rieSenia su totoZzné. (Znamienko minus pria F; znamend odvod tepla z uzla, kladné
hodnotyF a ZF predstavuju privod tepla do uzlov. Poznamenavamdptoznos ciselnych
vysledkov sa narusuje pri viacrozmernych uUlohaekigie teplota je skalar a posunutie je
vektor.)

Sustavu analogickych uzlovych rovnic moZzno vyttodj pre rieSenie potrubnych
systémov, hydraulickych sieti, elektrickych obvodopod.

Pretoze pri MKP aj ulohy pre spojité kontinuum saly diskretizuju a rieSia rovnakym
postupom, je prirodzené, Ze vznikli aj tawmiverzalne programoveé systémy MK&oré su
schopné efektivne rigSv podstate vSetky ulohy mechaniky a technickejkfyzktoré boli
spracované v teorii MKP, v gasnosti v rozsahu uvedenomiasti 1.2.



